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ABSTRACT 

I t  

d i f f e r e r t i a l  

p r e d i c t i n g  

t a t  i o n a  l  

m e t h o d  

t i o n a l  

n o n l i n e e r i t y  

i s  shown t h a t  a  g e n e r a l  c l a s s  o f  n o n l i n e a r  p a r t i a l  

e q u a t i o n s - - i n c l u d i n g  t h o s e  f r e q u e n t l y  u s e d  i n  

a t m o s p h e r i c  m o t i o n s - - c a n  b e  c o n v e r t e d  t o  compu- 

f o r m  by  e i t h e r  t h e  llf i n i t e - d  i f f e r e n c e l '  o r  l l s p e c t r a l  l' 

t o  y i e l d  f o r m a l l y  i d e n t i c a l  e q u a t i o n s .  T h e s e  c o m p u t a -  

e q u a t i o n s  a r e  t h e n  r e d u c e d  t o  m a t r i x  n o t a t i o n  and t h e  

( o f  a r b i t r a r y  o r d e r )  i s  shown t o  b e  e x p r e s s i b l e  

a s  a  b i o i n e a r  f o r m .  F i n a l l y ,  a  m e t h o d  i s  d e s c r i b e d  w h e r e b y  

t h e s e  b i l l i n e a r  f o r m s - - q u a d r a t i c  f o r m s  i n  t h e  c a s e  o f  e v e n  

b e  r e a d i l y  p rogrammed and c a l c u l a t e d  o n  a  





i n t k o d u c t  i on  

p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  t o  p r e s e n t  s u c h  a n  a i d .  

On e  a  s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  establishes b 

o f  a  

d i f f e r e n t i a l  

s u c h  

d o m i n a t e d  

c a l  t o o l s  

o f  t h e  

c a l c u l a t i o n  

t o  n o n l i n e a r  

s o l v i n g  

W i t h  

t h e  b a s i c  

f l o w  a r e  

d o r m a n t  

s t i m u l a t e  

o f  t h e  

T r a d i t i o n a l l y ,  i n f o r m a t j o n  a v a i l a b l e  a b o u t  t h e  b e h a v i o r  

p h y s i c a l  s y s t e m  w h i c h  c o u l d  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  s e t  o f  

e q u a t i o n s  was d e d u c e d  f r o m  t h e  l i n e a r  f o r m  o f  

e q u a t i o n s .  T h o s e  s y s t e m s  i n  w h i c h  n o n l i n e a r i t y  p r e -  

w e r e  l a r g e l y  i g n o r e d ,  p r i m a r i l y  b e c a u s e  n o  a n a l y t i -  

w e r e  a v a i l a b l e  f o r  t h e i r  s o l u t i o n .  T h e  d e v e l o p m e n t  

d i g i t a l  c o m p u t e r  w i t h  i t s  l a r g e  memory a n d  h i g h - s p e e d  

c a p a b i l i t y  was i n s t r u m e n t a l  i n  d i r e c t i n g  a t t e n t i o n  

p r o b l e m s ;  t h i s  i n s t r u m e n t  h a s  t h e  c a p a c i t y  f o r  

n o n l i n e a r  s y s t e m s  n u m e r i c a l l y .  

r e f e r e n c e  t o  t h e  p r o b l e m  o f  w e a t h e r  p r e d i c t i o n ,  

m a t h e m a t i c a l  e q u a t i o n s  w h i c h  r e p r e s e n t  a t m o s p h e r i c  

f u n d a m e n t a l l y  n o n l i n e a r .  T h u s ,  t h i s  s c i e n c e  l a y  

u n t i l  c o m p u t i n g  t e c h n o l o g y  a d v a n c e d  s u f f i c i e n t l y  t o  

r e s e a r c h  a n d  e x p e r i m e n t a t i o n .  A c l a s s i c  e x a m p l e  

f r u s t r a t i o n  w h i c h  i n a d e q u a t e  c o m p u t a t i o n  f a c i l i t y  c o u l d  

c a u s e  i s  

T h e  

e v i d e n t  

b e i n g  

s e n t a t i o n s  

d e v e l o p r i e n t  

A 

e x p e n d e d  

p r e s e n t  

t o  e x t e n d  

d i r e c t e d  

o f  t h e  

v i v i d l y  d e s c r i b e d  i n  t h e  w o r k  o f  R i c h a r d s o n  ( 1 9 2 2 ) .  

p r o m i s e  w h i c h  m o d e r n  c o m p u t i n g  t e c h n o l o g y  o f f e r s  i s  

f r o m  t h e  f a c t  t h a t  w e a t h e r  f o r e c a s t s  a r e  c u r r e n t l y  

s u p p l i e d  b y  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  m a t h e m a t i c a l  r e p r e -  

i n  many w e a t h e r  c e n t r a l s  a r o u n d  t h e  w o r l d ;  a n d  t h i s  

h a s  t a k e n  p l a c e  i n  l e s s  t h a n  t w o  d e c a d e s .  

c o n s i d e r a b l e  a m o u n t  o f  r e s e a r c h  e f f o r t  h a s  b e e n  

t o  b r i n g  t h e  s t a t e  o f  n u m e r i c a l  f o r e c a s t i n g  t o  i t s  

p o i n t ;  a  l a r g e  b u t  unknown  a m o u n t  m u s t  y e t  b e  e m p l o y e d  

o u r  k n o w l e d g e  a n d  c a p a b i l i t y .  S u c h  e f f o r t  s h o u l d  b e  

t o w a r d  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  p h y s i c a l  a s p e c t s  

p r o b l e m ;  w h e r e v e r  p o s s i b l e ,  m a t h e m a t i c a l  a i d s  s h o u l d  

t o  t h e  i n v e s t i g a t o r  s o  a s  n o t  t o  d e t e r  o r  d i s t r a c t  

s e a r c h  f o r  b e t t e r  p h y s i c a l  i n s i g h t .  I t  i s  t h e  



m u s t  b e  s e l e c t e d  t o  d e f i n e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  

v a r i a b l e s  a s  a  f i n i t e  s e t  o f  n u m b e r s * .  Two s u c h  m e t h o d s  

a p p l i e d  t o  a  f i n i t e  s e t  o f  p o i n t s  i n  t h e  s p a c e  u n d e r  c o n -  

s i d e r a t i o n  ( s p a c e  d o m a i n ) .  T h e  m e t h o d  was e m p l o y e d  i n  o n e  

a r e  c u r r e n t l y  a p p l i e d  t o  w e a t h e r  p r e d i c t i o n  s y s t e m s .  

t h e  m o r e  p o p u l a r - - i n v o l v e s  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  

f e r n t i a l  e q u a t i o n s  t o  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a n d  

2 f  t h e  f i r s t  c a l c u l a t i o n s  o f  n u m e r i c a l  w e a t h e r  p r e d i  t i o n  

Dy C h a r n e y ,  -- e t  a l .  ( 1 9 5 0 1 ;  i s  b e i n g  u s e d  i n  r e s e a r c h  i n v e s t i -  C 

One--  

d i f -  

i s  

a n d  i s  t h e  m e t h o d  u t i l i z e d  i n  r o u t i n e  d a i l y  w e a t h e r  p r e -  

d i c t i o n  b y  t h e  N u m e r i c a l  W e a t h e r  P r e d i c t i o n  u n i t  o f  S S A .  E 
g a t i o n s  o f  t h e  g e n e r a l  c i r c u l a t i o n  o f  t h e  a t m o s p h e r e  

L e i t h  ( 1 9 6 5 1 ,  M i n t z  ( 1 9 6 5 1 ,  a n d  S m a g o r i n s k y ,  -- e t  a l .  

T h e  o t h e r  m e t h o d - - f r e q u e n t l y  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  s p e c t r a l  

b y  

( 1 9 6 5 ) ;  

d o m a i n  m e t h o d - - i n v o l v e s  t h e  e x p a n s i o n  o f  t h e  d e p e n d e  t n 
v a r i a b l e s  i n  a  f i n i t e  s e r i e s  o f  s p a c e - d e p e n d e n t  f u n c  

( k n o w n )  a n d  t i m e - d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  ( u n k n o w n ) .  

d e r i v a t i v e s  a r e  t h e n  e v a l u a t e d  b y  o p e r a t i o n  o n  t h e  k  own n 
f u n c t i o n s  a n d  t h e  e n t i r e  s y s t e m  i s  i n t e g r a t e d  o v e r  t e  h 
s p e c i f i e d  d o m a i n .  T h e  o r i g i n a l  s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  

i s  t h u s  r e d u c e d  t o  a f i n i t e  s e t  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a  

i n  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  c o e f f i c i e n t s  o n l y .  T h i s  s e t  o f  c o e f -  

f i c i e n t s  c o r r e s p o n d s  ( f r o m  t h e  c o m p u t a t i o n  p o i n t  o f  v i e w 1  

t o  t h e  t i m e - d e p e n d e n t  s e t  o f  p o i n t  v a l u e s  e s t a b l i s h e  4 b y  

r e l a t i v e  m e r i t s  o f  t h e s e  m e t h o d s ,  a  q u e s t i o n  w h i c h  h  

b e e n  c o n s i d e r e d  b y  E l l s a e s s e r  ( 1 9 6 6 ) .  R a t h e r ,  i t  i s  

t h e  f i r s t  p r o p o s e d  m e t h o d .  T h e  s p e c t r a l  a p p r o a c h  h a s  

e m p l o y e d  i n  w e a t h e r  p r e d i c t i o n  m o d e l s  b y  S i l b e r m a n  

B r y a n  ( 1 9 5 9 1 ,  B a e r  ( 1 9 6 1 ,  19641 ,  a n d  o t h e r s .  

I t  i s  n o t  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  d i s c u s s i o n  t o  a r g ~ e  

w r i t e r s 1  p u r p o s e  t o  e s t a b l i s h  a  g e n e r a l  r e p r e s e n t a t i  

c o m p u t a t i o n  scheme w h i c h  i s  a p p l i c a b l e  t o  e i t h e r  m e t  

b e e n  

( 1 9 5 4 1 ,  

t h e  

- 
* C l e a r l y  t h i s  i s  n e c e s s a r y  b e c a u s e  t h e  c o m p u t e r  

a  f i n i t e  t i m e  f o r  a n y  o n e  c a l c u l a t i o n ;  t h u s  i t  w o u l d  
a n  i n f i n i t e  t i m e  t o  e s t a b l i s h  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a t i  
a n y  v a r i a b l e .  



I n  a1 l t t e  n u m e r i c a l  mode l s  w h i c h  have  been r e p o r t e d ,  t h e  

a u t h o r s  a v e  d e v o t e d  s u b s t a n t i a l  e f f o r t  t o  r e p r e s e n t i n g  f t h e i r  e q u a t i o n s  f o r  c o m p u t a t i o n ;  i t  i s  o u r  hope t h a t  i n  t h e  

f u t u r e  t h i s  e f f o r t  w i l l  be  o b v i a t e d .  

ough emphas is  has been p l a c e d  on sys tems  o f  equa- 

r e s e n t i n g  a t m o s p h e r i c  f l o w - - r e f l e c t i n g  t h e  w r i t e r s '  

b a c k g r o u  ds- -a  r e p r e s e n t a t i o n  w i l l  be  p r e s e n t e d  w h i c h  c o v e r s  i 
l a s s  o f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  N e e d l e s s  t o  say,  

c a l  s ys tem w h i c h  can  be d e s c r i b e d  by t h e s e  e q u a t i o n s  

i t  f r o m  t h e  r e p r e s e n t a t i o n .  

i d e r  now a  sys tem i n v o l v i n g  t h e  s e t  o f  N  dependen t  

w h e r e i n  )he dependen t  v a r i a b l e s  a r e  r e l a t e d  by  N d i f f e r n -  

t i a l  e q u b t i o n s  i n  b o t h  t i m e  ( t )  and space  t f  - t h e  p o s i t i v e  

v e c t o r ) , ,  L e t  us  f u r t h e r  assume t h a t  t h e  n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  

sys tem i v o l v e s  o n l y  space-dependen t  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t i o n s  r 
penden t  v a r i a b l e s .  When t h e  dependen t  v a r i a b l e s  

e a r l y ,  t h e y  may be  o p e r a t e d  on  by b o t h  t i m e -  and 

enden t  o p e r a t o r s .  We t h u s  c o n s i d e r  t h e  g e n e r a l  

N e q u a t i o n s ,  

Here  Rk~,  .i i s  an o p e r a t o r  i n  b o t h  t i m e  and space,  whereas 

m 
IJ ,m, i , k  
0 

. - 
i s  an o p e r a t o r  i n  space  a l o n e .  The p a r a m e t e r s  

p,  s and C a r e  d e f i n e d  as  f o l l o w s :  

r m  



Pe  n o t e  t h a t  i s  a  v e c t o r  d e s c r i b i n g  t h e  d e p e n d e  

v a r i a b l e s  
@ s  i 

s i n c e  e a c h  o p e r a t o r  F o p e r a t e s  o n l y  o n  o n e  d e p e n d e  t v a r i a -  n 
b l e  @ , t h e  i n d e x  i s e r v e s  t o  i s o l a t e  t h a t  v a r i  b l e  f r o m  

i a 
m t h e  v e c t o r  v O  . T h e  o r d e r  o f  t h e  n o n l i n e a r i t y  i s  d  

b y  t h e  v a l u e  o f  m . T h u s  ( I .  I )  a  l  l o w s  n o n  l i n e a r  i t y  t o  o r d e r  

M . I f  t h e  same s e t  o f  v a r i a b l e s  a s  s p e c i f i e d  b y  U! a r e  

i n v o l v e d  i n  m o r e  t h a n  o n e  p r o d u c t ,  a  s u m m a t i o n  o v e r  n o t h e r  d 
i n d e x  w o u l d  b e  n e e d e d  t o  i n c l u d e  a l  l s u c h  t e r m s ;  i . e . ~ ,  we w o u l d  

n e e d  FI , F2,,, , e t c .  T h i s  p o s s i b i l i t y  o f f e r s  
m 

lJ ,m, i , k  lJ ,m, i , k  
0 0 

n o  a d d e d  c o m p l i c a t i o n ,  a n d  we c o n s e q u e n t l y  make  n o  s y m b o l i c  

r e f e r e n c e  t o  i t. S u b s e q u e n t  e x a m p l e s  w i l l  e x e m p l i f y  t h i s  

s i t u a t i o n .  S h o u l d  a  s y s t e m  y i e l d  t e r m s  w i t h  n o n l i n e a r  p r o d u c t s  

w h i c h  a r e  n o t  i n t e g r a l ,  a n  e x p a n s i o n  w o u l d  h a v e  t o  b e  p e r f o r m e d  

t o  make  t h e  t e r m s  c o n f o r m  t o  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  ( 1 . 1 ) .  

I t  i s  t h e  p u r p o s e  o f  t h e  s u b s e q u e n t  d i s c u s s i o n  t o  show 

t h a t  t h e  s y s t e m  ( 1 . 1 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  e i t h e r  b y  s p e c t r a l  

e x p a n s i o n  o r  by  f i n i t e  d i f f e r e n c e  means  t o  a  c o m p u t a t i o n a l  

r e p r e s e n t a t i o n  w h i c h  c a n  b e  e a s i l y  a p p l i e d  t o  d i g i t a l  c o m p u t i n g  

p r o c e d u r e s ,  p r o v i d e d  a n  a s s u m p t i o n  i n  t h e  n u m e r i c a l  t i m e  i n t e -  

g r a t i o n  i s  made.  O n l y  s p a c e  t r u n c a t i o n  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  

h e r e .  S e v e r a l  e x a m p l e s  w i t h  m e t e o r o l o g i c a l  e m p h a s i s  w i l l  b e  

d e v e l o p e d  t o  e x h i b i t  t h e  u t i l i t y  o f  t h e  m e t h o d .  



R e p l e s - e n t a t i o n a l  s i m i l a r i t i e s  o f  space  and s p e c t r a l  
I 

domb i n  methods 

We k h a ~  l show i n  t h i s  s e c t i o n  t h a t  s u b j e c t  t o  de f  i n i -  

t i o n ,  e q u a t i o n  ( 1 . 1 )  can  be p u t  i n t o  a r e p r e s e n t a t i o n  w h i c h  

i s  i d e n t ' i c a l  f o r  b o t h  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  and s p e c t r a l  

t r u n c a t i  n  methods .  L e t  us f i r s t ,  however ,  s i m p l i f y  t h e  t i m e  P 
and space o p e r a t o r  

Rk,  j 
. D i s c o u n t i n g  t r a n s c e n d e n t a l  

o p e r a t o r s ,  

I 

we have t h e  N e q u a t i o n s  

one may g e n e r a l  l y  w r i t e ,  

I 

where T 

an o p e r a t o r  

where  Zk i s  d e f i n e d  as  i n  ( 1 . 1 ) .  

i s  an o p e r a t o r  i n  t i m e  a l o n e  and G i s  
k , j ,  i k , j ,  i 

i n  space  o n l y .  I f  we i n t r o d u c e  ( 2 . 1 )  i n t o  ( 1 .11 ,  

F i  i t e - d i f f e r e n c e  method :  To s o l v e  e q u a t i o n  ( 2 . 2 )  I 
l i y ,  one mus t  a s s i g n  v a l u e s  t o  t h e  dependen t  v a r i a -  

, a t  d i s c r e t e  p o i n t s  i n  space .  C u s t o m a r i l y ,  t h e  

f i n t e r e s t  i s  b r o k e n  up i n t o  a  t h r e e - d i m e n s i o n a l  

l a t t i c e  

s e c t i o n  

and t h e  v a r i a b l e s  a r e  assumed known a t  t h e  i n t e r -  

p o i n t s  o f  t h e  l a t t i c e .  I f  one  numbers t h e s e  p o i n t s ,  

c i a t i o n  o f  t h i s  number w i t h  any dependen t  v a r i a b l e  

t h e  v a r i a b l e ' s  v a l u e  a t  t h a t  p o i n t .  I t  i s  n o t  

e s s e n t i a l  t h a t  t h e  d i f f e r e n t  v a r i a b l e s  be known on t h e  
j 

same g r i d ;  i . e . ,  a  d i f f e r e n t  g r i d  may be  a s s i g n e d  t o  each  

v a r i a b l e .  Thus we s h a l l  d e f i n e  t h e  p o i n t  number f o r  any 

@ j  a s  l Y j  
where, 



a n d  t h e  v a l u e  o f  t h e  f u n c t i o n  @ ( i n  p r i n c i p l e  c o n t i n u -  
j 

ously d i s t r i b u t e d  i n  s p a c e )  i s  g i v e n  b y  t h e  s e t  o f  n u . b e r s  k 
(6. 1 ;  t h i s  s e t  i s ,  o f  c o u r s e ,  t i m e  d e p e n d e n t .  

J 7 Y i  
J 

We s e e  t h a t  b y  b r e a k i n g  t h e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  i n t o  a  

d i s c r e t e  s e t ,  we a l s o  g e n e r a t e  n  e q u a t i o n s  i n  t h e  ime-  k  
d e p e n d e n t  q u a n t i t i e s  f r o m  e a c h  o f  t h e  k  d i f f e r e n t i a l  

)k,Yk N t 
e q u a t i o n s  ( 2 . 2 1 ,  r e s u l t i n g  i n  C n  e q u a t i o n s  i n  t h e  same 

j = l  j 
n u m b e r  o f  v a r i a b l e s  6 . We s h a l l  f o r  f u t u r e  r e f e r e n c e  

j , ~  
j 

d e f i n e  

T h e s e  e q u a t i o n s  c a n n o t  b e  w r i t t e n  e x p l i c i t l y  i n  

) f  t h e  v a r i a b l e s  u n t i l  a  f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p  
' j y Y j  

i s  s u b s t i t u t e d  f o r  e a c h  s p a c e  d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r .  

f  i n  i t e - d  i f  f e r e n c e  o p e r a t o r  may d e p e n d  o n  a  l l t h e  g r i d  v a  l  u e s  

o f  t h e  v a r i a b l e  a s  f o l l o w s :  
I 

T h e  c o e f f i c i e n t s  " a "  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  w i l l  b e  d e r e r m i n e u  

f r o m  t h e  c h o i c e  o f  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  p r o c e d u r e  t o  b e  

a p p l i e d .  T h e  m o r e  common o f  s u c h  o p e r a t o r s  i n v o l v e  o n l y  t h e  

n e a r  n e i g h b o r  p o i n t s  t o  t h e  p o i n t  i n  q u e s t i o n ;  o n l y  t h o s e  " a ' s "  

f o r  w h i c h  a r e p r e s e n t e d  t h e  n e a r  n e i g h b o r  p o i n t s  o  
j Y k  

w o u l d  b e  n o n z e r o .  We s h a l l  s e e  s u b s e q u e n t l y  f r o m  a n  e x a m p l e  

how t h e  f i e l d s  o f  " a "  a r e  s e l e c t e d .  E q u a t i o n  ( 2 . 4 )  i s  a p p l  i -  

c a b l e  t o  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  ( 2 . 2 ) ;  a  s i m i l a r  d e v e l  p m e n t  i s  

u s e d  i n  t h e  f u n c t i o n  Zk  o f  I . .  I f  

0 



w i t h  

w h e r e  t h e  

same a s  

f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  may o r  may n o t  b e  t h e  

i n  e q u a t i o n  ( 2 . 4 ) , *  we may c o m b i n e  t h e  n o n l i n e a r  

t e r m s  t o  y i e l d  

R a t h e r  

h a s  been  

t h e  s u b s l t i t u t i o n  o f  ( 2 . 5 )  i n t o  t h e  p r o d u c t  o n  t h e  l e f t - h a n d  
m s i d e  o f  ' ( 2 . 6 ) .  T h e  v e c t o r  P o  h a s  b e e n  d e f i n e d  p r e v i o u s l y  

i n  ( 1 . 2 1 .  

t h a n  w r i t i n g  o u t  t h e  p r o d u c t  o f  sums, a  s i n g l e  sum 

w r i t t e n  t o  b e  t a k e n  o v e r  a l l  v a r i a t i o n s  o f  t h e  

v e c t o r  

t h e  a ' s  

2 hm = (a:l , aS2 ,az3 ,  . . . ,a m ) w h e r e  t h e  r a n g e  o f  e a c h  o f  
0 sm 

i s  g i v e n  a s  I  - < a  < n  
S - . T h i s  i s  c l e a r  f r o m  
i i 

J 
t h e r e  ar ie  n  c o e f f i c i e n t s  ( t h e  t r u n c a t i o n  p o i n t ) ,  we may 

j 

w r i t e  ' I  

e s t a b l i s h  

assumes 

i n  s p a c e  

d e p e n d e n t  

F o r  

t h u s  

w h e r e  P a r e  t h e  s p a c e  v a r y i n g  p o l y n o m i a l s  ( k n o w n )  a n d  r j  

S p e c t r a l  m e t h o d :  I n  t h i s  m e t h o d  it i s  n o t  n e c e s s a r y  t o  

d i s c r e t e  v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ;  o n e  

t h e  s p a c e  d e p e n d e n c e  t o  b e  g i v e n  b y  known p o l y n o m i a l s  

and  e a c h  v a r i a b l e  i s  e x p a n d e d  i n  a  s e r i e s  o f  t i m e -  

c o e f f i c i e n t s  m u l t i p l i e d  b y  t h e  known p o l y n o m i a l s .  

c o m p u t a t i o n  p u r p o s e s ,  t h e  s e r i e s  m u s t  b e  f i n i t e ,  and  

t r u n c a t i o n  i s  i n t r o d u c e d .  I f  f o r  e a c h  v a r i a b l e  

t h e  4 .  a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  ( t i m e  d e p e n d e n t )  o f  t h e  'rj 
* I f  

e q u a t i o n  
s t a b i l i t y  
o f  o u r  

t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p e r a t o r s  a p p l i e d  t o  t h e  same 
d i f f e r  f o r  d i f f e r e n t  t i m e s ,  s e r i o u s  c o m p u t a t i o n a l  

p r o b l e m s  may o c c u r .  T h i s  i s  n o t  w i t h i n  t h e  d o m a i n  
d i s c u s s i o n  h e r e .  



s e r i e s .  N o t e  t h a t  t h e  $J o f  t h i s  d i s c u s s i o n  a r e  
L a i  

J 
t h e  same p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a s  t h o s e  o f  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  

d i s c u s s i o n  a l t h o u g h  s y m b o l i c a l l y  t h e y  a r e  i d e n t i c a l .  

I t  w o u l d  b e  d e s i r a b l e  t o  s e l e c t  t h e  p o l y n o m i a l s  P a s  

t h e  c h a r a c t e r i s t i c  f u n c t i o n  o f  t h e  l i n e a r i z e d  f o r m  o f  t h e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  ( I . I ) ,  b u t  s u c h  

f u n c t i o n s  may n o t  o f t e n  b e  a v a i l a b l e .  F u r t h e r m o r e ,  i t  w o u l d  

b e  d e s i r a b l e ,  b u t  n o t  e s s e n t i a l ,  t h a t  t h e  p o l y n o m i a l s  b e  

o r t h o g o n a l  o n  i n t e g r a t i o n  o v e r  t h e  d o m a i n  o f  i n t e r e s t .  

s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  e x p a n s i o n  ( 2 . 8 )  i n t o  ( 2 . 2 1 ,  we s t i l l  

h a v e  N d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  b o t h  t i m e  a n d  s p a c e ,  b u t  

we h a v e  i n c r e a s e d  t h e  number  o f  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  t o  L 

( s e e  2 . 3  1 .  T h e  number  o f  e q u a t i o n s  may b e  i n c r e a s e d  t o  t h e  

n u m b e r  o f  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a n d  t h e  s p a c e  d e p e n d e n c e  may 

a l s o  b e  r e m o v e d  i f  e a c h  o f  t h e  k  e q u a t i o n s  i s  m u l t i p l i e d  

s u c c e s s i v e l y  b y  P a n d  i n t e g r a t e d  o v e r  t h e  s p a c e  d o m a i n ,  
k  

w h e r e  y k  g o e s  o v e r  i t s  e n t i r e  r a n g e ,  I 2 y k  2 n  
. T h u s  

e a c h  o f  t h e  o r i g i n a l  e q u a t i o n s  y i e l d s  n k  e q u a t i o n s  

? r e  t i m e  d e p e n d e n t  o n l y .  

C o n s i d e r  t h e  s p a c e  o p e r a t i o n  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  

( 2 . 2 ) .  U s i n g  t h e  e x p a n s i o n  ( 2 . 8 1 ,  
rich 

M u l t i p l y i n g  b y  P* a n d  i n t e g r a t i n g  ( t h e  a s t e r i s k  d e n o t i n g  
k  

+ h e  c o m p l e x  c o n j u g a t e ) ,  

w h e r e  



A s i m i  l a , t  p r o c e d u r e  may b e  a p p l i e d  t o  t h e  f u n c t i o n  Zk o f  

I . .  e  s u b s t i t u t e  ( 2 . 8 1 ,  m u l t i p l y  b y  P* a n d  i n t e g r a t e  

t o  y i e l d  1 k 

w h e r a  I rn 

T h e  v e c t  r s  A! and  ur h a v e  t h e  same m e a n i n g  a s  t h o s e  u s e d  " i i n  ( 2 . 6 )  a l t h o u g h  t h e  r a n g e  o f  t h e  i n d i c e s  a s  m u s t  b e  
i 

e s t a b l i s i h e d  f r o m  t h e  s e r i e s  g i v e n  i n  ( 2 . 8 ) .  

We a r e  now i n  a  p o s i t i o n  t o  c o n v e r t  ( 2 . 2 )  i n t o  a  s e t  

o f  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  o n l y  t i m e  d e p e n d e n t  i n  t h e  v a r i a b l e s  

" G i  
. F o r  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  m e t h o d  we s u b s t i t u t e  ( 2 . 4 )  

J 

o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  a n d  ( 2 . 6 )  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e ;  f o r  

t h e  s p e c t r a l  m e t h o d  we f i r s t  m u l t i p l y  ( 2 . 2 )  b y  P* and  i n t e -  
k 

g r a t e ,  t h e n  s u b s t i t u t e  ( 2 . 9 )  o n  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  and  ( 2 . 1 1 )  

o n  t h e  r i g h t .  E i t h e r  o f  t h e s e  p r o c e d u r e s  l e a d s  t o  t h e  f o l -  

l o w i n g  e q u a t i o n :  

T h u s  we s e e  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n a l  f o r m  o f  t h e  g e n e r a l  d i f -  

f e r e n t i  I  e q u a t i o n  ( 2 . 2 )  i s  r e p r e s e n t a t i o n a l l y  i d e n t i c a l  f o r  

b o t h  t h  f i n i t e - d i f f e r e n c e  and  s p e c t r a l  m e t h o d s .  T h i s  s i m i -  

l a r i t y  ! l l o w s  f o r  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  g e n e r a l  c o m p u t a t i o n  



scheme a p p l i c a b l e  t o  e i t h e r  m e t h o d .  I t  i s  o n l y  nece i a r y  t o  

n o t e  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  t j  ( t )  and  

t h e  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  " a "  and  "1" a s  d e f i n e d  b y  

o r  (2.10,2. .12)  r e s p e c t i v e l y  f o r  t h e  

s p e c t r a l  m e t h o d s .  

R e d u c t i o n  o f  t e r m s  i n v o l v i n g  t h e  t i m e  o p e r a t o r  

We c o n s i d e r  now a  s i m p l e r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  s p a t i a l  

t r u n c a t i o  o f  o u r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h i c h  i s  a p p l i c a b l e  

t o  e i t h e r  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  o r  s p e c t r a l  m e t h o d .  We have,  

C C C T  . ) a  = B 
i j c l  j ,  i ~ , a ~  k , j , a j , yk ,  i k , ~ k  

j  

w h e r e  B i s  d e f i n e d  a s  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  ( 2 . 1 3 ) .  

L e t  u s  now d e f i n e  a  c o l u m n  v e c t o r  @ w h i c h  i n  l u d e s  a l l  
j  

t h e  a e l e m e n t s  o f  $ f o r  a  g i v e n  j ; t h e s e  may e  e i t h e r  
j 

t h e  p o i n t  v a l u e s  o f  t h e  v a r i a b l e s  o r  t h e  e x p a n s i o n  c  1 e f f i c i e n t s  

and  w i l l  b e  w r i t t e n  

w i t h  d i m e n s i o n s  ( n  x I ) .  A c o m p o s i t e  v e c t o r ,  i n c l u  
j 

t h e  v e c t o r s  o f  t h e  d i f f e r e n t  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  

d e f i n e d  a s  x and  w r i t t e n  I 

9 f  d i m e n s i o n s  ( L  x I ) .  

C o n s i d e r  now t h e  f o l l o w i n g  m a t r i c e s  i n v o l v i n g  t h e  t i m e  

o p e r a t o r s  



H e r e  t h  m a t r i c e s  
*j 

a r e  u n i t  m a t r i c e s  o f  d i m e n s i o n s  

( n  x  n . )  and  c o n s e q u e n t l y  t h e  7 J a r e  o f  t h e  same 
j k , j ,  i 

d i m e n s i  n s .  S i n c e  t h e  m a t r i c e s  T k , i  a r e  g e n e r a t e d  a s  

d i a g o n a l )  m a t r i c e s  w i t h  7 o n  + h e  d i a g o n a l ,  t h e i r  
k , j ,  i 

d  i m e n s i a n s  a r e  ( L  x  L ) .  

F i  a l l y ,  l e t  u s  d e f i n e  a  c o l u m n  v e c t o r  o f  e l e m e n t s  n 
a  i n  w h i c h  t h e  e l e m e n t s  a r e  l i s t e d  v a r y i n g  m o s t  

a i  and  l e a s t  r a p i d l y  o n  j . T h i s  v e c t o r  w i l l  

t h e  v e c t o r  h a s  d i m e n s i o n s  ( L  x  I ) .  

we i n t r o d u c e  t h e  d e f i n i t i o n s  ( 3 . 2 1 ,  ( 3 . 3 1 ,  ( 3 . 4 1 ,  

i n t o  ( 3 . 1 ) ,  we h a v e  t h e  f o r m ,  

.., 

w h e r e  t e  t i l d e  r e p r e s e n t s  m a t r i x  t r a n s p o s i t i o n .  T h e  e l e m e n t s  h 
o f  " A "  I r e  known e i t h e r  f r o m  ( 2 . 4 )  o r  ( 2 . 1 0 1 ,  a n d  t h e r e f o r e  

t h e  m a t t i x  " A "  may b e  c o m b i n e d  w i t h  t h e  t i m e  o p e r a t o r  m a t r i x  

t y i e l d  a  m o d i f i e d  m a t r i x .  F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  x d o e s  Tk ,  i 
n o t  dep nd o n  t h e  i n d e x  i , t h e  o p e r a t o r  m a t r i c e s  may b e  

summed o v e r  t h i s  i n d e x  t o  y i e l d  
I ... 

p e r a t o r  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n  ( I  x  ,,. , f  we now w r i t e  

w h i c h  has  a s  e l e m e n t s  T o v e r  a  l l k , y k  , v a r y i n g  
k , y k  

k  
mosb r a p i d l y ,  a n d  w r i t e  a  s i m i  l a r  v e c t o r  made up o f  t h e  



T h a v i n g  d i m e n s i o n s  ( L  x  L )  a n d  B h a v i n g  d i m e n s i o  b s  ( L  x  I ) ,  

( 3 . 1 )  i s  f i n a l l y  r e d u c e d  t o  t h e  m a t r i x  e q u a t i o n  

S i n c e  t h e  f u n c t i o n  B  i s  g e n e r a l l y  a  n o n - - l i n e a r  f u n c t i o n  

o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  x , a n  a n a l y t i c  s o l u t i o n  " o r  x 
a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  u s u a l l y  c a n  n o t  b e  f o u n d .  We - - h e r e f o r e  

r e s o r t  t o  a  n u m e r i c a l  s o l u t i o n  o f  ( 3 . 9 )  i n  t i m e .  I f  we b r e a k  

t h e  t i m e  a x i s  i n t o  i n c r e m e n t s  o f  A t  a n d  assume  t h a - -  i n i t i a l  

v a l u e s  a r e  a v a i l a b l e  a t  some t i m e  to ( c o n s  i d e r  t o  
= 0  f o r  

s i m p l i c i t y ) ,  we may w r i t e  a  f i n i t e - d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  t o  

r e p l a c e  ( 3 . 9 )  a t  a n y  t i m e  t = p a t .  L e t  u s  s e l e c t  a n  e x p l i c i t  

e x t r a p o l a t i o n  scheme ( R i c h t m y e r ,  19571 ,  a l t h o u g h  t h i s  i s  n o t  

e s s e n t i a l .  We s h a l l  assume  t h a t  t h e  t i m e  o p e r a t o r  
- 

a t  a n y  

t i m e  p A t  w i l l  p r e d i c t  ~ [ ( p + l ) A t ]  f r o m  a l l  t h e  p r  v i o u s  f 
v a l u e s  ~ ( j A t )  ( j ~ p )  w h i c h  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  a n d a r e  known.  

T h u s ,  

w h e r e  t h e  m a t r i c e s  T a r e  f u n c t i o n s  o f  t h e  m a t r i c  
P ,  i 

a  ( E q . 3 . 7 )  a n d  A t  ( t h e  t i m e  t r u n c a t i o n  i n t e r c  
k , ~ k P  

t h e  m e t h o d  o f  t r u n c a t i o n  e m p l o y e d .  B e c a u s e  we h a v e  ! 

a n  e x p l i c i t  m e t h o d ,  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  ( 3 . 9 )  w i l  

e v a l u a t e d  a t  p A t  i n  t e r m s  o f  known q u a n t i t i e s .  On 

a s s u m p t i o n  t h a t  T i s  n o n - s i n g u l a r ,  we may s u b :  
P , P + I  

( 3 . 1 0 )  i n t o  ( 3 . 9 )  a n d  s o l v e  f o r  X [ ( p + l ) ~ t ]  , t h e  u n l  

T h e  r e s u l t i n g  f i n i t e - d i f f e r e n c e  e x t r a p o l a t i o n  e q u a t i c  

becomes,  

e s  

a l l  a n d  

e l  e c t e d  

b e  

t h e  

t i  t u t e  

nown.  

n  



J 
t s  c o m p u t e d  i n  a  l i n e a r  s e n s e ,  p l u s  a  l i n e a r  c o m b i n a t i o n  

h e  n o n l i n e a r  f o r m s  a t  p a t  . We t h u s  h a v e  t h e  g e n e r a l  

f o r m ,  

The  

l a t e d  

up t o  

o f  x 
o f  t h e  

a l l  t h e  

f i r s t  t e r m  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  e a s i l y  c a l c u -  

s i n c e  i t  i s  l i n e a r  i n  x a n d  a l l  t h e  x's a r e  known 

p A t  . T h e  s e c o n d  t e r m  i n v o l v e s  t h e  n o n l i n e a r  p r o d u c t s  

a t  p A t  . To  e s t a b l i s h  t h e  v a l u e  o f  e a c h  e l e m e n t  

v e c t o r  x a t  p a t  , we s e e  t h a t  i t  w i l l  d e p e n d  u p o n  

v a l u e s  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  f o r  a l l  t i m e  
% , a :  

w h e r e  

( 3 . 1 1 ) .  

I t  

a t  a n y  

l i n e a r  

B 

t h e  v a l u e  o f  e a c h  s c a l a r  

c a n  b e  c o m p u t e d  b y  a  l i n e a r  c o m b i -  

n a t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  p r o d u c t s  "B" a s  d e f i n e d  by  t h e  

r i g h t -  a n d  s i d e  o f  ( 2 . 1 3 )  a n d  w r i t t e n  1 

"U1' and llv" c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  m a t r i c e s  o f  

i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  c a n  

t i m e  b e  d e t e r m i n e d  ( n o t  i n c l u d i n g  l i n e a r  t e r m s )  b y  a  

c o m b i n a t i o n  o f  n o n l i n e a r  p r o d u c t s - - t h e  f u n c t i o n s  

- - c a l c u l a t e d  a t  t h e  p r e c e d i n g  t i m e  s t e p .  We p r o c e e d  

now t o  s i m p l i f y  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  B 
k , yk  



We n o t e  t h a t  f o r  m=l  t h e  t e r m s  a r e  l i n e a r  i n  t h e  

a n d  a r e  e a s i l y  c a l c u l a t e d .  We s h a l l  t h u s  d i r e c t  t h e  

l o w i n g  d i s c u s s i o n  t o  t e r m s  w i t h  m > l  . F o r  n o t a t i o n a l  

s i m p l  i c i t y ,  we s h a l  l  s u p p r e s s  t h e  i n d i c e s  k , y k  , a l t h o u g h  

i t  s h a l  l b e  u n d e r s t o o d  t h a t  t h e  I t s  o f  ( 4 .  1 )  d e p e n d  o n  

them.  

B e f o r e  p r o c e e d i n g  w i t h  t h i s  d e v e l o p m e n t ,  l e t  u s  e s t a b l i s h  

some d e f i n i t i o n s  w h i c h  w i l l  p r o v e  u s e f u l  i n  t h e  s e q u e l .  Con-  
- 

s i d e r  t h e  v e c t o r  x a s  d e f i n e d  i n  ( 3 . 3 ) .  The  m a t r i x  x 
w i l l  b e  d e f i n e d  a s  a  m a t r i x  w i t h  z e r o  o f f  d i a g o n a l  e l e m e n t s  

( i n  d i m e n s i o n s  o f  x a n d  t h e  v e c t o r  x a s  d i a g o n a l  e l e -  

m e n t s .  The  d i m e n s i o n s  o f  e a c h  e l e m e n t  o f  t h i s  m a t r i x  w i l l  

b e  t h e  d i m e n s i o n s  o f  x and  t h e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  m 

t e r m s  o f  i t s  e l e m e n t s  w i l l  b e  s q u a r e  and o f  o r d e r  L 

t h e  number  o f  s c a l e r  e l e m e n t s  i n  x - T h u s -  

and  

- 
e t c .  S i n c e  x i s  a  v e c t o r  o f  o r d e r  ( L  x I ) ,  x w i l ~ l  b e  o f  

o r d e r  ( L ~  x L )  i n  t h e  s c a l e r  e l e m e n t s  4 .  . The  b  r o p e r a -  
J l a ;  b 

J 
t o r  a s  d e f i n e d  by  ( 4 . 2 )  may b e  a p p l i e d  t o  a v e c t o r  ( s  



: l k  t i m e s  
- k  
X E X  

a s  many ' t i m e s  a s  n e c e s s a r y ,  and  we s h a l  l a b b r e v i a t e  t h i s  

k  ik h a s  d i m e n s i o n s  ( L ~ + ' x  L  1 .  

m a t r i c e s  d e v e l o p e d  b y  s u c e s s i v e l y  i n c r e a s i n g  t h e  

a t i o n  o n  x may b e  m u l t i p l i e d ;  s u c h  a  p r o d u c t  w i l l  

e d  f o r  c o n v e n i e n c e  a s  

mu I t i p  l e  

m - m-k 
'm I I X  

k= l 

o p e r a t i o n  b y  t h e  n o t a t i o n ,  

C a r e  mu t be t a k e n  t o  p e r f o r m  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  s u b j e c t  t o  

c o n s i s t  i n c y  r u l e s  f o r  m a t r i x  m u l t i p l i c a t i o n .  However ,  t h e  

m u l t i p l i c a t i o n  may b e  p e r f o r m e d  i n  r e v e r s e  i f  t h .e  m a t r i c e s  

a r e  t r a  s p o s e d .  T h i s  may b e  s e e n  f r o m  t h e  f o l l o w i n g  t w o  

i d e n t i t i e s :  . 
n t i t i e s  a r e  a p p a r e n t  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  b a r  

( 4 . 2 a )  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  f o r  t r a n s p o s i t i o n  o f  

m a t r i c e f .  Eqs.  ( 4 . 5 )  and  ( 4 . 6 )  may e a s i l y  b e  e x t e n d e d  f o r  an  

a r b i t r a  y  number o f  b a r  o p e r a t i o n s .  a F i a l l y ,  l e t  u s  d e f i n e  v e c t o r s  w i t h  d i m e n s i o n s  i d e n t i c a l  

t o  9: and x b u t  w i t h  u n i t  e l e m e n t s ;  



N o t e  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  o f  h f o l l o w i n g  ( 2 . 7 )  t h a l  

~2 = ( a l  , a 2  a s  u s e d  i n  ( 4 . 8 ) .  F o r  g i v e n  d e p e n d e n t  
0 s 1  52 

Q u a d r a t i c  p r o d u c t s :  We c o n s i d e r  now a p a r t  o f  

l i n e a r  p r o d u c t  ( 4 . 1 )  w h i c h  i n v o l v e s  o n l y  t h e  q u a d r a t i c  

v a r i a b l e s  r e p r e s e n t e d  b y  s l  a n d  s 2  , we may sum o v e r  a l l  

t h e  n o n -  

e l e m e n t s  
% . , a  

i f o r  t h e  q u a d r a t i c  p r o d u c t  t o  g e t  t l he  
I S :  

p r o d u c t  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  @ .  w h i c h  we s , h a l  l 
J > a j  

d e n o t e  a s  

m a t r i x  r e p r e s e n t A t i o n  

t i e r e  0 a n d  0 a r e  v e c t o r s  d e f i n e d  b y  ( 3 . 2 )  a n d  I 
5 1  5 2  

a s  u s e d  i n  ( 4 . 9 )  i s  a  m a t r i x  made up  o f  t h e  e l e m e n t s  I 
g i v e n  i n  ( 4 . 8 )  a s  

w i t h  d i m e n s i o n s  ( n  x 1 .  S i n c e  t h e  i n t e r a c t i o n  a t r i x  
S l  s 2  

d e f i n e d  i n  ( 4 . 1 0 )  i s  i n d e p e n d e n t  o f  cil a n d  ci2 , we a s s i g n  
s  1 s 2  I 

t h e  s u b s c r i p t  o n  h t o  i n d i c a t e  t h e  n u m b e r  o f  i n d i c d s  b y  

w h i c h  A m  h a s  b e e n  r e d u c e d ;  i . e . ,  
0 

We now d e v e l o p  a  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n s  ( L  x  L )  w h i c h  i s  made up 

o f  t h e  s u b - m a t r i c e s  d e f i n e d  i n  ( 4 . 1 0 ) .  S i n c e  t h i s  m z t r i x  w i l l  

h a v e  e l e m e n t s  d e p e n d i n g  o n  t h e  v a l u e s  o f  (s l ,s2) ,  we may assume  

t h a t  f o r  e a c h  p r o d u c t  o f  ( 4 . 9 )  o n l y  t h e  e l e m e n t  c o r r e s p o n d i n g  

t o  ( s l , s 2 )  w i l l  b e  n o n z e r o .  T h u s ,  



s i n c e  x I S  i n d e p e n d e n t  o f  ( s l , s 2 ) ,  t h e  s u m m a t i o n  

a d e  o v e r  a1 I  m a t r i c e s  o f  t h e  t y p e  ( 4 . 1 1 )  t o  y i e l d  t h e  

B e c a u s e  

may r e p l a c e  

3 . 3 )  i n  

t s i n c e  t h e  m a t r i x  I A m  m i s  no  l o n g e r  d e p e n d e n t  
23U2 

21, t h e  s u b s c r i p t  o f  p  h a s  b e e n  i n c r e m e n t e d  t o  
m t h e  number o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  by  w h i c h  p o  h a s  

u c e d .  From t h e  d e f i n i t i o n  o f  p i n  ( 1 . 2 1 ,  

a l l  e l e m e n t s  e x c e p t  (s l ,sp)  i n  ( 4 . 1 1 )  a r e  z e r o ,  we 

t h e  a p p r o p r i . a t e  a s  w i t h  x ( d e f i n e d  by  E q .  
i 

( 4 . 9 )  and u s i n g  ( 4 . 1 1 )  a r r i v e  a t  t h e  e q u a t i o n  

T h i s  m a t r i x  h a s  a l s o  been made s y m m e t r i c  t o  a v o i d  c o n f u s i o n ,  

an o p e r e t i o n  w h i c h  may b e  j u s t i f i e d  by  n o t i n g  i n  ( 4 . 1 2 )  t h a t  

s c a l a r .  By  i n t r o d u c i n g  ( 4 . 1 3 )  i n t o  ( 4 . 1 2 ) -  we g e t  

t h e  m a t  i x  f o r m  o f  Q2  , Q 2  



C u b i c  p r o d u c t s :  We may e x p r e s s  a  c u b i c  p r o d u c t  

( 4 . 1 )  b y  m u l t i p l y i n g  Q 2  b y  a n o t h e r  d e p e n d e n t  v a r i a  

( d e n o t e d  by  s3 1 a n d  t a k i n g  t h e  a p p r o p r i a t e  sums. h  i s 

y i e l d s  

U n l i k e  t h e  q u a d r a t i c  c a s e ,  t h i s  e q u a t i o n  d e p e n d s  o n  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  s3  . However ,  we may s i m u l a t e  t 

a p p l i e d  t o  t h e  q u a d r a t i c  c a s e  b y  g e n e r a t i n g  a  s q u a r e  

o f  d i m e n s i o n s  

d e f  i ned  a s  

n 1 w i t h  o n l y  d i a g o n a l  e l e m e n t  a n d  
3 5 

m . . m w i t h  A 3  = (ct:4,a:5, 1 and  I ( j )  E IArn 
m 2 r V 2  

S u b s t i t u t i n g  ( 4 . 1 6 )  i n t o  ( 4 . 1 5 )  a n d  i n t r o d u c i n g  t h e  j e c t o r  

w i t h  u n i t  e l e m e n t s  d e f i n e d  b y  ( 4 . 7 1 ,  ( 4 . 1 5 )  becomes 

The  s u b s e q u e n t  d e v e l o p m e n t  f o l l o w s  b y  a n a l o g y  t o  ( 4 . 1 1 )  and  

( 4 . 1 3 ) .  D e v e l o p  a  s q u a r e  m a t r i x  i n  t h e  e l e m e n t s  H ( d e f i n e d  

b y  4 . 1 6 )  w i t h  o n l y  o n e  n o n - z e r o  e l e m e n t ,  a  d i a g o n a l  q l e m e n t  

a t  t h e  l o c a t i o n  ( s 3 , s 3 )  and  w i t h  d i m e n s i o n s  ( L  x L )  i n  t h e  

s c a l a r s  Q 2  ; 



S u b s t i t u t i o n  o f  ( 4 . 1 8 )  i n t o  ( 4 . 1 7 )  a l l o w s  t h e  u s e  o f  t h e  

v e c t o r  K ( E q .  4 . 7 )  a n d  x t o  y i e l d  I 
The sum a t i o n  o f  m a t r i c e s  i m p l i e d  i n  ( 4 . 1 9 )  l e a d s  t o  a  s q u a r e  4 
m a t r i x  d f  o r d e r  ( L  x  L )  w i t h  o n l y  d i a g o n a l  e l e m e n t s ,  t h e  t e r m s  

Q2 
d e v $ l o p e d  f o r  q u a d r a t i c  p r o d u c t s ;  e a c h  o f  t h e s e  e l  emen ts  

i s  p r e m u l t i p l i e d  by  and p o s t m u l t i p l i e d  by  x . By u s i n g  

o f  t h e  b a r  o p e r a t o r  ( E q .  4 . 2 a ) ,  we may t h u s  

w h e r e  

IA!,,~! 
- = 



m 
H e r e  ~3 = ( S ~ , S ~ , * ~ - , S  and  I ( j , k )  - I m m ( a 3  =j s  = k ) .  m A 2 # p 2  S 3  

N o t e  t h a t  I m m i s  s y m m e t r i c  s i n c e  i t  i s  made up n l y  o f  
A3rl.13 

m a t r i c e s  o n  i t s  d i a g o n a l  w h i c h  a r e  t h e m s e l v e s  symmet 1 i c ,  and  

h a s  d i m e n s i o n s  ( L 2  x L 2 ) .  U t i l i z a t i o n  o f  ( 4 . 2 0 )  t o g e t h e r  

w i t h  ( 4 . 1 9 )  l e a d s  t o  t h e  f i n a l  f o r m  f o r  t h e  c u b i c  p r o d u c t ,  

Q u a r t i c  p r o d u c t s :  The  q u a r t i c  p r o d u c t  may b e  e  

f r o m  ( 4 . 1 )  b y  u s i n g  Q 2  ( E q .  4 .14)  a n d  t w o  e x t r a  d e  

v a r i a b l e s ,  

w h e r e  A: = ( a 3  ,a4  1 .  The  d e v e l o p m e n t  now f o l l o w s  i d e n t i c a l l y  
s3 5 4  I 

t h e  d e v e l o p m e n t  f o r  t h e  q u a d r a t i c  c a s e  w i t h  r e p l a c i n g  

I m m . We f i r s t  e s t a b l i s h  a  m a t r i x  s i m i l a r  
A 0 , v o  

w i t h  d i m e n s i o n s  ( n  x n  1 .  N e x t  we e x p a n d  o n  t h e s  m a t r i c e s  
s 3  s 4  e 

t o  c r e a t e - - s i m i  l a r  t o  ( 4 . 1  1 ) - - a n  augmen ted  m a t r i x  o f  d  imen-  

s i o n  N x  N i n  t h e  I m m d e f i n e d  a s  ~~m m w i t h o n l y  
A 4 , ~ 2  A 4 r p 2  

o n e  n a n - z e r o  e l e m e n t  i n  l o c a t i o n  ( s 3 , s 4 ) .  N o t i n g  f r o m  ( 4 . 1 2 1  

t h a t  Q S 3 ,  Q s 4  may b e  r e p l a c e d  b y  x i n  ( 4 . 2 3 1 ,  t h e  sum- 

m a t i o n  o v e r  sg ,s4  may b e  a p p l i e d  t o  t h i s  n e w l y  c r e a t e d  

m a t r i x  and  i t may f u r t h e r m o r e  b e  made s y m m e t r i c  i n  a  

s i m i l a r  t o  ( 4 . 1 3 ) .  We now o b s e r v e  t h a t  e a c h  e l e m e n t  

f a s h i o n  

o f  t h i s  



p r e m u l t i p l i e d  b y  a n d  p o s t m u l t i p l i e d  by  x , - 
u s  t o  e x t r a c t  t h e s e  v e c t o r s  b y  u s i n g  t h e  x d e f i -  

q .  4 . 2 a ) .  We t h e r e f o r e  have,  

F o l l o w i n b  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e ,  Q4 becomes 

m a t r i x  I m m h a s  d i m e n s i o n s  ( L ~  x  L 2 )  i n  t h e  o r i g i n a l  
A 4 r u 4  

u a n t i t i e s  o f  ( 4 . 1 ) .  

o r ,  u s i n g  

fhej p r o c e d u r e s  o u t l i n e d  a b o v e  l e a d  t o  s t r a i g h t f o r w a r d  

t h e  d e f i n i t i o n  f o r  Um ( E q .  4 .41 ,  

g e n e r a l  i ~ z a t i o n  f o r  a r b i t r a r y  p r o d u c t s ;  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  

a t e  t h e  o d d  f r o m  t h e  e v e n  p r o d u c t s ,  s i n c e  t h e y  r e s u l t  

t l y  m o d i f i e d  f o r m s .  

n  p r o d u c t s :  We may c o n s i d e r  a l l  e v e n  p r o d u c t s  o f  

l e t t i n g  m = 2R . F o l l o w i n g  t h e  p r o c e d u r e s  o f  

c  and  q u a r t i c  p r o d u c t s ,  we f i n d  t h a t  

w h e r e  f m m 
A 2 ~ 9 ~ 2 9 ,  

i s  a  s y m m e t r i c  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n s  ( L a  x  L') 

i n  t h e  f c a l a r  q u a n t i t i e s  I A m  m . 
0,110 

p r o d u c t s :  F o r  o d d  p r o d u c t s  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  

t h e  t e c h n i q u e  f o r  e v e n  p r o d u c t s  and  t h e n  u s e  t h e  m e t h o d  

p r o d u c t s .  L e t t i n g  m = 2R+I ,  



and 
* A m  m 

i s  a  s y m m e t r i c  m a t r i x  o f  d i m e n s i o n s  
2R+I " ~ R + I  

( L " '  x  L " ' )  i n  t h e  v a r i a b l e s  I A m  m 
OIPO 

We may now c o m b i n e  t h e  r e s u l t s  o f  t h i s  s e c t i o n  ( 4 . 2 7  and  

4 .28 )  t o  g i v e  a  g e n e r a l  m a t r i x  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  n o  l i n e a r  

t e r m s  o f  ( 1 . 1 )  a s  r e p r e s e n t e d  by  ( 4 . 1 )  w h i c h  becomes,  1 

I f  t h e  r e d u c t i o n  o f  t h e  l e f t - h a n d  s i d e  o f  ( 1 . 1 1  r e q u i r e s  

t h e  s u m m a t i o n  o f  a l l  t h e  e l e m e n t s  B ( k , y k )  f o r  e a c h  

1, t h e  summat ion  may b e  p e r f o r m e d  o n  t h e  i n t e r a c t i o n  

m a t r i c e s  "1" b e f o r e  t i m e  e x t r a p o l a t i o n  b e g i n s  a s  i s  ten f r o m  

( 3 . 1 2 )  and  ( 4 . 2 9 )  a s  f o l l o w s :  

I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  g e n e r a l  non l i n e ~ a r  p r o d u c t  

c a n  be  r e p r e s e n t e d  a s  a  q u - a d r a t i c  f o r m  f o r  e v e n  n o n l  i ~ n e a r i t y  

and a  s i m i l a r  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  odd  p r o d u c t s .  The  m ~ a t r i c e s  



t i m e  o n  e  t h e  b a s i c  e q u a t i o n  and  t h e  s p a c e  a n d  t i m e  t r u n -  

c a t i o n  1 h a v e  b e e n  e s t a b l i s h e d .  We s h a l  I show s u b s e q u e n t l y ,  

how ( 4 . 2 9 )  may b e  c a l c u l a t e d  i n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  m a n n e r .  

a  p r o g r a m  f o r  p e r f o r m i n g  s u c h  c a l c u l a t i o n s  o n  a  

d i g i t a l  c o m p u t e r  h a s  been  d e v e l o p e d .  

"m 
c a n  

~ x d m ~ l e  I :  F i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d  

b e  c a l c u l a t e d  f r o m  t h e i r  d e f i n i t i o n  a t  a n y  t i m e ,  

'"1 a d e m o n s t r a t i o n  o f  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  m e t h o d  

r e p r e s e  t a t i o n  o f  ( 1 . 1 1 ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  

and t h e  m a t r i c e s  " I "  a r e  known ( a n d  r e m a i n  c o n s t a n t )  f o r  a l l  

r e p r e s e  t i n g  a t m o s p h e r i c  f l o w  and  s o m e t i m e s  r e f e r r e d  t o  a s  

t h e  " p r i m i t i v e  e q u a t i o n s . "  We s h a l l  assume a  r e p r e s e n t a t i o n  n 
i n  c a r t  s i a n  c o o r d i n a t e s  ( x ,  y,  z )  w i t h  t h e  h o r i z o n t a l  m o t i o n  e 
i n  a  t a d g e n t  p l a n e  ( a  p l a n e  t a n g e n t  t o  t h e  e a r t h  a t  some 

l a t i t u d e )  and v e r t i c a l  m o t i o n  n o r m a l  t o  t h i s  p l a n e .  The  

p h y s i c a l  s y s t e m  w i l l  h a v e  no  e x t e r n a l  h e a t i n g  ( a d i a b a t i c )  

and  t h e u s u a l - - a n d  g e n e r a l l y  h i g h l y  a c c e p t a b l e - - h y d r o s t a t i c  

a p p r o x i f a t i o n  s h a l  I n o t  b e  made. T h e  b a s i c  s y s t e m  may b e  

a ij - = - V 0 v P  - 2 ~ 1 x i  - a v p  - gi? a t  

- 
- - -  - V - ~ a  + a v - V  
a t  

.& = - e.vP + L v . e  
a t  K -  I 

c o m p o n e q t s  ( u ,  v, w )  i n  t h e  t h r e e  c a r t e s i a n  d i r e c t i o n s  - 
b y  t h e  u n i t  v e c t o r s  ( 7 ,  j, F). A i s  t h e  r o t a t i o n  

f t h e  e a r t h  w i t h  c o n s t a n t  m a g n i t u d e  .Q and  compo- 

, 2.Q c o s  8 ,  2.Q s i n  81, w h e r e  8  i s  t h e  l a t i t u d e  o f  

t a n g e n c  , p  and  a  a r e  t h e  p r e s s u r e  a n d  d e n s i t y ,  r e s p e c -  

t i v e l y ,  g  i s  t h e  c o n s t a n t  a c c e l e r a t i o n  o f  g r a v i t y ,  and  K Y 
i s  P o i s  o n ' s  c o n s t a n t ,  s 



I n  t h i s  s y s t e m  t h e r e  a r e  f i v e  i n d e p e n d e n t  v a r i a  l e s ,  I 
N = 5, a n d  t h e y  may b e  r e p r e s e n t e d  b y  0 

j 

I t  i s  i m m e d i a t e l y  a p p a r e n t  t h a t  n o  r e d u c t i o n  o f  t h e  

I . h . s , o f  t h i s  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  i s  n e c e s s a r y  a s  we may s e e  

by  w r i t i n g  t h e  o p e r a t o r s  d e f i n e d  b y  ( 2 . 1 1 ,  

S c r u t i n y  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  ( 5 . 1 )  shows h a t  1 
M = 2 ; i . e . ,  we h a v e  b o t h  l i n e a r  and  q u a d r a t l c  t e r m s .  The  

o p e r a t o r s  F m f o r  t h i s  s y s t e m  a r e  l i s t e d  i n  $ a b l e  I .  
Xo,m,i,k 

I f  m o r e  t h a n  o n e  s e t  o f  o p e r a t o r s  a p p e a r s  i n  t h e  t a b l e ,  a l l  

t h e  s e t s  m u s t  b e  a p p l i e d  t o  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a n d  t h e  

r e s u l t s  added .  T h i s  c o n d i t i o n  r e p r e s e n t s  t h e  m u l t i p 1 , e  p r o d u c t s  

o f  o p e r a t o r s  i n v o l v i n g  t h e  same v a r i a b l e s  a s  d i s c u s s  d  f o l l o w i n g  e 
2  I f  we m o r e o v e r  add  t h e  i nhomogeneous  t e r m  g ,  T a b l e  I 

t o g e t h e r  w i t h  ( 5 . 2 )  and  ( 5 . 3 )  may b e  u s e d  t o  g i v e  t h  

s e n t a t i o n  o f  s y s t e m  ( 5 . 1 )  i n  t h e  f o r m  ( 1 . 1 ) .  

We now show how t h i s  e x a m p l e  may b e  e x p r e s s e d  b 

s t i t u t i n g  f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p e r a t o r s  f o r  s p a c e  d i f f  

As p o i n t e d  o u t  i n  S e c t i o n  2, we m u s t  e s t a b l  i s h  a  gr id o f  p o i n t s  

a t  w h i c h  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a r e  t o  b e  e v a l u a t e d 1  F o r  

s i m p 1  i c i t y ,  we s h a l  l  assume t h a t  a l  l t h e  d e p e n d e n t  v d r i a b l e s  

a r e  known a t  t h e  same s e t  o f  p o i n t s .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  sepa -  

r a t i o n  b e t w e e n  p o i n t s  w i l l  b e  t h e  same i n  e a c h  h o r i z o n t a l  

l a y e r ,  and t h e s e  l a y e r s  w i l l  b e  e q u a l l y  s p a c e d .  Thuq  an  

a r b i t r a r y  p o i n t  w i t h  c o o r d i n a t e s  ( x ,  y,  z )  w i l l  b e  f d u n d  i n  

t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  n e t  a t ,  



X > > 
O m O O O m -  O O O O O O m O  
\ \ I \ 
m  m  m  





o r  we mdy r e f e r  t o  t h e  l o c a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  i n d i c e s  

+ ( p , q , r ) .  S i n c e  we w i s h  t o  i d e n t i f y  e a c h  p o i n t  

i n d e x  ( t h e  number  y 1, we d e f i n e  ( p , q , r )  b y  

y ( p , q , r )  = P Q r  + Pq + p  + I 

Thus  ea h  p o i n t  i s  u n i q u e l y  i n d e x e d  a n d  t h e  t o t a l  number  o f  

p o i n t s  i l l  be  PQR. T h e  v a l u e  o f  a n y  v a r i a b l e  a t  t h e  p o i n t  i 
Y w i  1 1  ) b e  $ j ,y j  , w h e r e  we i n c l u d e  t h e  s u b s c r i p t  o n  y  t o  

i n d i c a t e  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e  t o  w h i c h  r e f e r e n c e  i s  made. 

S i n c e  t e r e  a r e  N = 5 d e p e n d e n t  v a r i a b l e  f u n c t i o n s ,  t h e  P 
t o t a l  nhmber  o f  d i s c r e t e  v a r i a b l e  q u a n t i t i e s  i s  L = 5PQR 

( s e e  2 . 3 ) .  

The  f i n i t e - d i f f e r e n c e  r e p r e s e n t a t i o n  o f    he n o n - l  i n e a r  

t e r m s  f o l l o w s  t h e  p r o c e d u r e  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  2. L e t  u s  

s e l e c t  s  a  r e p r e s e n t a t i v e  e x a m p l e  t h e  t w o  e n t r i e s  f o r  
2 u o  = ( 1 , 4 > ,  k = 4 f r o m  T a b l e  I .  From t h e  T a b l e ,  ( 1 . 1 )  and  a 



w h e r e  we h a v e  u s e d  t h e  s u p e r s c r i p t  o n  t h e  a ' s  b e c a u s e  m o r e  

t h a n  o n e  p r o d u c t  i n v o l v i n g  t h e  same d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  e x i s t s .  

L e t  y 4  r e p r e s e n t  a n  a r b i t r a r y  ( b u t  n o t  b o u n d a r y )  p o i n t  i n  t h e  

n e t  d e f i n e d  a b o v e  w i t h  i n d e x  v a l u e s  ( p , q , r ) .  We s h a l l  u s e  t h e  

c e n t e r e d  f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p e r a t o r  t o  a p p r o x i m a t e  t h e  d i f -  

f e r e n t i a l  o p e r a t o r  

a n  a p p r o x i m a t i o n  common l y  u s e d  a n d  a d e q u a t e  t o  

p r o c e d u r e .  U s i n g  ( 5 . 6 1 ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  

w r i t t e n  i n  K r o n e c k e r  d e l t a  n o t a t i o n ,  

A l t h o u g h  t h e s e  f i e l d s  o f  c o e f f i c i e n t s  h a v e  PQR e l e  

we s e e  t h a t  m o s t  a r e  z e r o .  T h e s e  v a l u e s  t h e n  y i e l d  

i n t e r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s ,  

a  f i e l d  o f  ( P Q R ) ~  q u a n t i t i e s ,  a g a i n  m o s t l y  z e r o .  We 

l a t e r  t h a t  t h e  z e r o  e l e m e n t s  c a n  b e  e l i m i n a t e d  f r o m  

c a l c u l a t i o n .  T h e r e  e x i s t s  a  s e t  o f  i n t e r a c t i o n  c o e f  



e a c h  e l $ m e n t  i n  T a b l e  I  and f o r  e a c h  p o i n t  ( k )  i n  t h e  g r i d .  

C a r e  m u s t  b e  t a k e n  a t  t h e  b o u n d a r i e s ,  b u t  we assume t h a t  

a p p r o p r i a t e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  s p e c i f i e d  and  t h a t  c o r -  

r e s p o n d  ng f i n i t e - d i f f e r e n c e  o p e r a t o r s  c a n  b e  u n a m b i g u o u s l y  I 
s p e c  i f i +d.  

~ h 9  i n t e r a c t i o n  c o e f f i c i e n t s  ( 5 . 8 )  c a n  b e  l i s t e d  i n  

m a t r i x  f o r m  by  t h e  p r o c e d u r e  o u t 1  i n e d  i n  S e c t i o n  4, w h i c h  

needs  nf f u r t h e r  e l a b o r a t i o n .  T h e  f i n a l  m a t r i x  e q u a t i o n  f o r  

t h i s  s y  t e m  becomes, t 

J ? a j  i ( ) -  

I 

w h e r e  t e  m a t r i c e s  I a r e  d e r i v e d  f r o m  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
1 1  

o p e r a t o r s  o f  T a b l e  I  and  t h e  m a t r i c e s  1 
x2,1J2 

2  2  
a r i s e  f r o  m t h e  app l i c a t  i o n  o f  t h e  o p e r a t o r s  

F l J 2 ? 2 ?  1 ? k  
and  

0 
c o n t a i n  e l e m e n t s  o f  t h e  t y p e  d e s c r i b e d  by  ( 5 . 8 ) .  

~ x b m ~ l e  2:  S p e c t r a l  m e t h o d  

Fo an  e x a m p l e  i n v o l v i n g  t h e  s p e c t r a l  a p p r o a c h  we s h a l l  

u s e  a  s  mewhat  s i m p l e r  p h y s i c a l  m o d e l - - a p p l y i n g  m o r e  a p p r o x i -  

m a t i o n s  - t h a n  t h e  one used  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  b u t  w h i c h  

n e v e r t h  1 l e s s  i n c o r p o r a t e s  c o u p l i n g  o f  t e r m s  i n v o l v i n g  t h e  

t i m e  o p e r a t o r s  s o  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  S e c t i o n  3 may b e  u t i l i z e d .  

The  mode l  i s  g e n e r a l l y  r e f e r r e d  t o  a s  a  " G e n e r a l  C i r c u l a t i o n  

Model1 '  

The 

t i o n a l  

and 

a r e  

r e s p r e s e n t i n g  

and  i s  v e r y  s i m i l a r  t o  o n e  d e s c r i b e d  by  P h i l l i p s  ( 1 9 5 6 ) .  

f l o w  f i e l d  i n  t h i s  mode l  i s  d e s c r i b e d  by  i t s  r o t a -  

p a r t  ( t h e  v o r t i c i t y )  by  u s e  o f  t h e  q u a s i - g e o s t r o p h i c  

q u a s i - h y d r o s t a t i c  a p p r o x i m a t i o n s .  T h e  d e p e n d e n t  variables 

d e s c r i b e d  i n  p r e s s u r e  c o o r d i n a t e s  w i t h  s p h e r i c a l  s u r f a c e s  

c o n s t a n t  p r e s s u r e  s u r f a c e s  h a v i n g  c o o r d i n a t e s  



A ( l o n g i t u d e )  a n d  v ( s i n  o f  l a t i t u d e ) .  ( N o t e :  T h e  

c o o r d i n a t e  n o t a t i o n  ( h , p ) i s  u s e d  h e r e  t o  c o n f o r m  t o  

v e n t i o n .  T h e s e  v a r i a b l e s  h a v e  n o  r e l a t i o n  t o  t h e  

t h e  v o r t i c i t y  a n d  n o n - a d i a b a t i c  h e a t i n g  i s  i n c l u d e d  p r o p o r t i o n a l  

c o n -  

i n d i c e s  

u s e d  e l s e w h e r e  i n  t h i s  p a p e r ,  a n d  s i n c e  a l l  o p e r a t i o n s  

d e f i n e d ,  n o  c o n f u s i o n  s h o u l d  e n s u e . )  T h e  v e r t i c a l  

t o  t h e  mean t e m p e r a t u r e  o f  t h e  a t m o s p h e r e . *  T o  s i m p l i f y  

a r e  

v e l o c i t y  

( i n  p r e s s u r e )  i s  s p e c i f i e d  a t  t h e  t o p  a n d  b o t t o m  o f  t h e  a t m o s -  

p h e r e .  F r i c t i o n  i s  i n c o r p o r a t e d  a t  t h e  s u r f a c e  p r o p o l r t i o n a l  t o  

f u r t h e r ,  t h e  p r e s s u r e  d e p e n d e n c e  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  

t i n g  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a t  t w o  l e v e l s  o n l y  ( f i n i t e -  

d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  v e r t i c a l  i n  w h i c h  t h e  

t h e s e  t w o  l e v e l s ,  d e r i v a b l e  f r o m  t h e  g e o s t r o p h i c  v o r t i c i t y .  

e v a l u a -  

p r e s s u r e  

i n t e r v a l  i s  o n e - h a l f  t h e  p r e s s u r e  d e p t h  o f  t h e  a t m o s p h e r e ) ,  

a n d  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  u s e d  a r e  t h e  s t r e a m  f u n c t i o n s  

T h e  e q u a t i o n s  f o r  t h i s  s y s t e m  a r e  ** 

a t  

t h e  p a r a m e t e r s  $ 1  , $ 3  ( t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s )  a  

S t r e a m  f u n c t i o n s  a t  t h e  t w o  l e v e l s  a n d  a r e  f u n c t i o n s  

A , .  T h e  q u a n t i t i e s  h 2  , K 1  , K2 a r e  c o n s t a n t s  a1 

6 n  t h e  c h a r a c t e r  o f  f r i c t i o n ,  h e a t i n g  a n d  s t a t i c  s t a  

( a l s o  assumed c o n s t a n t ) .  

a s p h e r i c a l  s u r f a c e .  

T h e  L a p l a c i a n  o p e r a t o r  i s  

* T h e  m o d e l  d i f f e r s  f r o m  t h a t  o f  P h i l l i p s  ( 1 9 5 6 )  
p o i n t .  

* * T h i s  m o d e l  i n  s p e c t r a l  f o r m  i s  c u r r e n t l y  b e i n g  
g a t e d  f o r  i t s  p r e d i c t i v e  c h a r a c t e r i s t i c s  w i t h  s u p p o r  
t h e  N a t i o n a l  S c i e n c e  F o u n d a t i o n ,  G r a n t  GA-761.  

e  t h e  

o f  ( t ,  

d  d e p e n d  

i I  i t y  

laken i n  

i on  t h i s  



We now r e p r e s e n t  s y s t e m  ( 6 . 1 )  i n  t h e  n o t a t i o n  o f  ( I .  I ) .  

S i n c e  

G k , j  
a r e  l i s t e d  i n  T a b l e  2 .  From ( 6 . 1 )  we 

2 ; t h e  o p e r a t o r s  F  m a r e  l i s t e d  i n  
uo,m, i , k  

t h e r e  a r e  o n l y  t w o  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s ,  N = 2 and  

F o r  t h e  

T a b l e  3 )  W i t h  t h e s e  d e f i n i t i o n s ,  ( 6 . 1 )  may b e  e x p r e s s e d  

t i m e - s p a c e  o p e r a t o r s  d e f i n e d  b y  ( 2 . 1 1 ,  

~ h &  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  4 a r e  now e x p a n d e d  i n  t e r m s  
j 

g o n a l  p o l y n o m i a l s  i n  (A ,p)  w h e r e  we u s e  s u r f a c e  

I h a r m o n i c s  ( s e e  Hobson,  19551, 

w i t h  t h l  p r o p e r t i e s  

w h e r e  

t h e  s e t  

C: and  R a  a r e  c o n s t a n t s .  T h u s  we h a v e  e s t a b l i s h e d  

j j 
o f  t i m e - d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  $I a n d  

@2,a2 I 9 0 1 ,  



T a b l e  2 

O p e r a t o r s  G k ?  f o r  S p e c t r a l  M o d e l  

T a b l e  3 - .-- 

O p e r a t o r s  F m f o r  S p e c t r a l  M o d e l  
uo,m?i ,k  



I t  i s  n  t n e c e s s a r y  t o  s p e c i f y  n u m e r i c a l l y  t h e  s e r i e s  l i m i t ,  0 
and we ? h a l l  t h e r e f o r e  keep t h e  r a n g e  as  I  - < a  < n  ; we 

j -  j 
t h e n  habe L = n l  + n2 . U s i n g  ( 6 . 4 ) ,  ( 6 . 5 )  and T a b l e  2, 

we may r e p r e s e n t  t h e  a  f o r  t h i s  model  f r o m  
k, j ,a j ,yk,  i 

e q u a t i o n  ( 2 . 1 0 ) ;  t h i s  y i e l d s  a s  an examp le  f o r  k = l ,  j = l ,  

d A l l  t h  a p p l i c a b l e  t e r m s  may be  c a l c u l a t e d  as  t h e  above  examples 

and need n o t  be l i s t e d  h e r e  i n  d e t a i l .  The f u n c t i o n s  Bk,yk 

F o r  t h e  

(2 .121,  

t e r m s  i n v o l v i n g  t h e  F o p e r a t o r s  ( T a b l e  3 1 ,  u s i n g  

(6.4) and (6 .51 ,  we have  as  an examp le  w i t h  v: = 
( 1  , 2 ) , ~ :  = ( a i , a $ )  , 

( E q .  3 .1)  a r e  known f r o m  e v a l u a t i o n  o f  t h e  t y p e  ( 6 . 7 ) .  

Tt-e 

f o l l o w i n g  

i t  i s  

t o  p e r f o r m  

t h e  i n c e x  

t e r m s  i n v o l v i n g  v a r i a t i o n  i n  t i m e  may be  u n c o u p l e d  

t h e  p r o c e d u r e s  o u t l i n e d  i n  S e c t i o n  3. I n  t h i s  examp le  

r o t  n e c e s s a r y  t o  e s t a b l i s h  t h e  method o f  t i m e  t r u n c a t i o n  

t h e  u n c o u p l i n g .  F o l l o w i n g  S e c t i o n  3 and s u p p r e s s i n g  

i s i n c e  1=1 



From (6 .31,  

From ( 3 . 5 )  and (6 .61 ,  

I  .. . Y 1  ... n l  n l + l  * * *  n l + y l  - *  

e t c .  U s i n g  ( 6 . 9 )  and (6 .101 ,  

N o t i n g  t h e  v a l u e s  o f  t h e  v e c t o r s  A as  d e s c r i b e d  by t h e  
k,yk 

example  (6 .101,  we may s p e l l  o u t  t h e  m a t r i x  A a s  f o l l o w s  

assuming  n 2 > n l  , 



A t  t h i s  p o i n t  we d e v i a t e  f r o m  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  S e c t i o n  3 

b e c a u s e  we may w r i t e  i m m e d i a t e l y ,  

w h e r e  

A h a s  an  i n v e r s e *  w i t h  e l e m e n t s  v  t h e  t i m e  d i f -  
j , a i , k , y k  

t h e  

c u s s i o n  

f e r e n t i l a  l e q u a t i o n  f o r  e a c h  d e p e n d e n t  ; a r i a b l e  may b e  w r i t t e n ,  

l a t t e r  v e c t o r  e l e m e n t s  h a v i n g  b e e n  e v a l u a t e d  i n  t h e  d i s -  

a b o v e  up t o  and  i n c l u d i n g  ( 6 . 7 ) .  Now a s s u m i n g  t h a t  

t h e  u n d o u p l e d  e q u a t i o n  c o m p a r a b l e  t o  ( 3 . 1 2 ) .  The  c o m p l e t e  

e x p r e s d i o n  f o r  ( I .  I )  i n  m a t r i x  f o r m  f o r  t h i s  e x a m p l e  ( 6 . 1 )  

c a n  now b e  w r i t t e n  a s  

7 .  C a l c u l a t i o n  p r o c e d u r e  

We h a v e  s e e n  how i t  i s  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  a  g e n e r a l ,  

n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 )  t o  t h e  f o r m  ( 3 . 1 2 )  f o r  

n u m e r i  k a l  c a l c u l a t i o n .  We f u r t h e r m o r e  n o t e  t h a t  a l l  t h e  

w h e r e  

v  f r o n  

t h e  e l  

scheme 

i n i t i a l  

- 

* f a  d e g e n e r a c y  w e r e  t o  e x i s t  i n  t h e  s y s t e m ,  it c o u l d  
b e  rem b v e d  b y  r e d u c i n g  t h e  number o f  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  

t h e  m a t r i c e s  I1 a r e  d e f i n e d  b y  ( 4 . 3 0 )  u s i n g  t h e  e l e m e n t s  

t h e  i n v e r s e  o f  A ( 6 . 1 1 a )  and t h e  m a t r i c e s  I f r o m  

~ m e n t s  o f  T a b l e  2 d e v e l o p e d  a s  i n  ( 6 . 7 ) .  Any t r u n c a t i o n  

may now b e  u s e d  t o  s o l v e  ( 6 . 1 5 )  i n  t i m e ,  p r o v i d e d  t h e  

c o n d i t i o n s  a r e  p r o p e r l y  s p e c i f i e d .  



q u a n t i t i e s  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  ( 3 . 1 2 )  a r e  known 

a n y  t i m e  t = p A t  . S i n c e  t h e r e  a r e  L (Eq. 2 . 3 )  d e  

v a r i a b l e s ,  t h e r e  a r e  L e q u a t i o n s  o f  t h e  t y p e  ( 3 . 1 2 )  

m u s t  b e  s o l v e d  a t  e a c h  t i m e  s t e p .  T h e  l i n e a r  t e r m s  o f f e r  no  

c o m p u t a t i o n a l  c o m p l e x i t i e s  s i n c e  t h e  c o e f f i c i e n t  f i e l b s  

a r e  known f o r  a l l  t i m e .  T h e r e f o r e  we may 

c o n c e n T r a t e  o u r  a t t e n t i o n  o n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  n o n l  i n e a r  

t e r m s .  
I 

The  n o n l i n e a r  t e r m s  may b e  r e p r e s e n t e d - - r e g a r d l e  

t h e  o r d e r  o f  n o n l i n e a r i t y - - b y  a  b i l i n e a r  f o r m  ( q u a d r a  

t h e  c a s e  o f  e v e n  p r o d u c t s )  a s  s e e n  f r o m  ( 4 . 3 0 ) .  

r e p r e s e n t  a n  a r b i t r a r y  b i  l i n e a r  f o r m  a s  

w h e r e  I < R < 2M , we s e e  t h a t  v e c t o r s  - - I a n d  DEe,2 
and  

t h e  m a t r i c e s  Ha a r e  d e f i n e d  f o r  o d d  and e"en p r o d u c  s  f r o m  I - 
( 4 . 3 0 )  i n  T a b l e  4. 

T a b l e  4  

V e c t o r s  and  M a t r i c e s  o f  t h e  
3 i l i n e a r  Form ( 7 . 1 )  i n  Terms o f  ( 4 . 3 0 )  

Odd - Even 

The  v e c t o r s  D  and D  
R,2 

may b e  c a l c u l a t e d  f r o m  Phe v a l u e s  
1, I 

o f  t h e  v e c t o r  x ( p A t 1 - - k n o w n  q u a n t i t i e s - - b y  u s u a l  m a t , r i x  m u l t i -  

p l i c a t i o n  p r o c e d u r e s  a s  i m p l i e d  b y  ( 4 . 2 1 ,  ( 4 . 3 )  and  ( 4 . 4 ) .  

S i n c e  a l l  t h e  p r o d u c t s  a r e  o f  t h e  f o r m  ( 7 . 1 1 ,  we may d e l e t e  t h e  

R s u b s c r i p t  and  d e s c r i b e  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  a n y  o n e  f t h e  0 
b i l i n e a r  f o r m s ,  N L a  . We n o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  f o r  e a k h  



e q u a t i o n  o f  t h e  t y p e  ( 3 . 1 2 ) - - a n d  t h e r e  a r e  L o f  t h e m - -  

e x i s t  a  b i l i n e a r  p r o d u c t  o f  t h e  f o r m  ( 7 . 1 ) ;  t h u s  

t o  t h e  p r o d u c t  f o r  a  g i v e n  e q u a t i o n  a s  NLk ( I  < k < L ) ,  - - 
t h a t  t h e  d e g r e e  o f  n o n l i n e a r i t y  o f  t h i s  t e r m  i s  

i m p l i e d  ( t h e  s u b s c r i p t  R h a v i n g  b e e n  s u p p r e s s e d ) .  

W i t h  e l e m e n t s  o f  D l  , D2 , a n d  Hk known, 

y e  may s t a b l i s h  t h e  o r d e r e d  s e t  e 
From t h i s  s e t  we may e s t a b l i s h  t h e  b i l i n e a r  p r o d u c t  f o r  t h e  

kth eq  1 a t i o n  by  m u l t i p l y i n g  t h e  i th e l e m e n t  o f  D ,  b y  t h e  

m e n t  o f  D2 b y  t h e  i n t e r a c t i o n  c o e f f i c i e n t  ' h  
i , j , k  

We now i s t a b l i s h  t h e  s e t  ( n o t  n e c e s s a r i l y  o r d e r e d )  o f  a l l  

s u b s e t s  a r  , 
I 

T h i s  s e t  i n c l u d e s  a l l  t h e  i n f o r m a t i o n  n e c e s s a r y  t o  d e t e r m i n e  

t h e  n o n l i n e a r  p r o d u c t s  f o r  a  g i v e n  c o m p u t a t i o n  t i m e  p A t  , and  

L~~ e l e m e n t s  a  . We h a v e  a l r e a d y  seen ,  e s p e c i a l l y  r 
f i n i t e - d i f f e r e n c e  me thod ,  t h a t  m a n y - - i f  n o t  m o s t - -  o f  

t h e  h  v a n i s h .  We t h e r e f o r e  e x t r a c t  f r o m  A t h e  s u b s e t  

l e m e n t s  f o r  w h i c h  h  d o e s  n o t  v a n i s h  a n d  d e f i n e  
i , j , k  

s e t  A 1  . The  i n f o r m a t i o n  c o n t a i n e d  i n  t h i s  s e t  ( A 1 )  

may now b e  u s e d  t o  c o m p u t e  t h e  n o n l  i n e a r  p r o d u c t s  a t  a n y  t i m e  

t h a t  t h e  e l e m e n t s  o f  D l  and  D2 a r e  known a n d  t h u s  e x t e n d  

t h e  c a l c u l a t i o n  t o  a n y  d e s i r e d  t i m e  a c c o r d i n g  t o  ( 3 . 1 2 ) * .  

C e r t a i n  c o m p u t a t i o n a l  e f f i c i e n c i e s  may b e  e f f e c t e d  a s  

f o l  l o w s l  

*T e  m e t h o d  d e s c r i b e d  a b o v e  i s  e x t r e m e l y  w e l l  s u i t e d  t o  
a p p l i c a  i o n  o n  d i g i t a l  c o m p u t e r s  a n d  h a s  b e e n  programmed f o r  
t h e  mod I used  i n  S e c t i o n  6.  i 



I )  We n o t e  t h a t  f o r  a  g i v e n  o r d e r  o f  n o n l i n e a r i t y ,  s a y  

a ,  , t h e  v e c t o r s  D l  and  D 2  do  n o t  depend  o n  t h e  i dex  k  ; 

h o w e v e r ,  t h e  i n t e r a c t i o n  m a t r i x  e l e m e n t s  do .  T h u s  we s h o u l d  n 
o r d e r  t h e  s e t  A '  s u c h  t h a t  a l l  v a l u e s  o f  k  a r e  i n  o r p o r -  

a t e d  b e f o r e  i and j a r e  c h a n g e d .  We m i g h t  have ,  1 

e t c .  

We need now c o m p u t e  t h e  p r o d u c t  D  
1,il D 2 , j l  

o n l y  o n c e  a n d  

m u l t i p l y  i t  b y  t h e  n + l  v a l u e s  o f  h , c u m u l a t i n g  t h e  r e s u l t s  

i n  t h e  p a r t i a l  sums w h i c h  w i l l  make up t h e  new v a l u e s  o f  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  
@ k  

a t  t = ( p + l i A t  . 
I 

I f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  ( X I  w h i c h  make up t h e  

v e c t o r s  D l  and  D2 a r e  c o m p l e x ,  and  c e r t a i n  r e l a t i o n s h i p s  

e x i s t  b e t w e e n  t h e  r e a l  and  i m a g i n a r y  p a r t s * ,  t h e  s e t  A '  may 

b e  f u r t h e r  o r d e r e d  o n  i and  j t o  a v o i d  r e d u n d a n t  

m u l t i p l i c a t i o n .  

3 )  F o r  e v e n  p r o d u c t s  o f  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s ,  w 

( 4 . 2 7 )  t h a t  t h e  b i l i n e a r  f o r m  i s  a  q u a d r a t i c  f o r m .  ~ l i n c e  t h e  
i 

i n t e r a c t i o n  m a t r i c e s  a r e  s y m m e t r i c ,  i t  i s  o n l y  n e c e s s a r y  t o  

c o m p u t e  o n e - h a l f  o f  t h e  m a t r i x  p r o d u c t ,  s a y  a b o v e  t h e  p r i n c i p a l  

d i a g o n a l ,  a n d  d o u b l e  t h e  v a l u e s .  

*Such c o n d i t i o n s  m i g h t  e x i s t  s o  t h a t  v a r i a b l e s  d ! e s c r i b i n g  
p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a r e  r e a l .  I' 



Ma y  v a r i a t i o n s  o f  o r d e r i n g  o f  t h e  s u b s e t s  a r  n may b e  

made d e p e n d i n g  o n  i n d i v i d u a l  r e q u i r e m e n t s .  As a n  e x a m p l e ,  

i f  s t o r  = g e  o f  e l e m e n t s  c r e a t e s  d i f f i c u l t i e s ,  t h e  s u b s e t  ar  

may b e  e x p a n d e d  t o  i n c l u d e  t h e  number  o f  v a r i a t i o n s  o f  k  w h i c h  

e x i s t  f o r  g i v e n  i and  j . T h u s  i, j , a n d  k need  b e  

enumera  ed  o n l y  o n c e  f o r  t h i s  s e t  o f  a r  , t w i t h  c o n s i d e r a b l e  

s a v i n g  i n  s t o r a g e .  The  p o s s i b i l i t i e s  f o r  o r d e r i n g  a r e  many 

and  need n o t  b e  d e t a i l e d ;  t h e y  w i l l  become a p p a r e n t  when a  

c o m p u t a t i o n  i s  p r e p a r e d .  

I t  h a s  b e e n  shown t h a t  a  g e n e r a l  c l a s s  o f  n o n l i n e a r  

p a r t  i a  l  

r - e p r e s e  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t i m e  a n d  s p a c e  c a n  b e  

i t e d  i n  a  f o r m  w h i c h  may b e  e a s i  l y  p rog rammed  f o r  

c o m p u t a t i o n  o n  a  d i g i t a l  c o m p u t e r .  To  p r e p a r e  a n y  s e t  o f  

e q u a t i o l n s  f o r  c o m p u t a t i o n ,  a  t r u n c a t i o n  scheme m u s t  b e  

s e l e c t e d  t o  r e p r e s e n t  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  a s  a  d i s c r e t e  

t i n u o u s  v a r i a b l e s  t o  a  f i n i t e  s e t .  The  t r u n c a t i o n  m e t h o d s  

h a v e  b e  n  a p p l i e d  t o  t h e  s p a c e - d e p e n d e n t  a s p e c t s  o f  t h e  e 
s e t  o f  numbers ;  c o n t i n u o u s  s o l u t i o n s  a r e  g e n e r a l l y  n o t  

v a r i a b l  s  o n l y .  No s p e c i f i c  t r u n c a t i o n  p r o c e d u r e  h a s  b e e n  e 

a v a i l a b l e .  

f o r  b o t h  

schemes,  

a p p l  i e d  

s u c h  t r  

The  c o m p u t a t i o n a l  f o r m  d e s c r i b e d  i s  a p p l i c a b l e  

t h e  " s p e c t r a  I "  and " f  i n i t e - d  i f f e r e n c e "  t r u n c a t i o n  - 
t w o  m e t h o d s  m o s t  f r e q u e n t l y  u s e d  t o  r e d u c e  t h e  c o n -  

t o  t h e  t i m e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  s y s t e m  a l t h o u g h  how 

~ n c a t i o n  m i g h t  b e  a c h i e v e d  h a s  b e e n  i n d i c a t e d .  

l n l  t h e  f i n a l  c o m p u t a t i o n a l  f o r m ,  a l l  n o n l i n e a r  t e r m s  

a r e  e x p ~ r e s s e d  a s  b i l i n e a r  f o r m s ,  t h e  m a t r i c e s  o f  w h i c h  a r e  

i n d e p e n d e n t  o f  t i m e ;  i . e . ,  t h e y  a r e  n o t  f u n c t i o n s  o f  t h e  

d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  The  v e c t o r s  o f  t h e  b i l i n e a r  f o r m  depend  

o n l y  o n  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  o f  t h e  s y s t e m  and  a r e  e a s i l y  

c a l c u l a  ed  a t  any  t i m e  t h a t  t h e  v a r i a b l e s  a r e  known.  The 

e n t i r e  f o r m ,  i t  i s  shown, i s  r e a d i l y  p r o g r a m m a b l e  f o r  compu- i 
t a t i o n  b n  a  d i g i t a l  c o m p u t e r .  The  s y s t e m  may f u r t h e r m o r e  



be reduced  t o  minimum c a l c u l a t i o n  by d e l e t i n g  a l l  z e r d  m u l t i -  

p l i c a t i o n s ,  t h e r e b y  mak ing  i t  p r a c t i c a b l e  f o r  t h e  f i n i t e -  

d i f f e r e n c e  method.  

C o n s i d e r a b l e  f l e x i b i l i t y  ~ n  t h e  s e l e c t i o n  o f  a  t i m e  

t r u n c a t i o n  scheme i s  a v a i l a b l e  f o r  t h e  f i n a l  c o m p u t a t ~ o n a l  

f o rm .  S i n c e  t h e  space  t r u n c a t i o n  has been r e p r e s e n t e d  i n  t h e  

i n t e r a c t i o n  m a t r i c e s ,  no c o n f u s i o n  be tween  space  and t i m e  

t r u n c a t i o n  need be e n c o u n t e r e d .  T h e r e  w i l l  u n d o u b t e d l y  be a  

r e l a t i o n s h i p  between t h e s e  t w o  t r u n c a t i o n  p r o c e d u r e s  f o r  

c o m p u t a t i o n  s t a b i l i t y ,  b u t  t h i s  r e l a t i o n s h i p  may be  i n v e s t i -  

g a t e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  i n t e r a c t i o n  

m a t r i c e s .  F u r t h e r m o r e ,  f r o m  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e s e  m a t r i c e s ,  

some e s t i m a t e s  o f  t r u n c a t i o n  e r r o r s  may be e s t a b l i s h e d ;  t h e s e  

e r r o r s  w i l l  be based on  t r u n c a t i o n  p r o c e d u r e s  w h i c h  l e a d  t o  

s t a b l e  c o m p u t a t i o n s .  

As m e n t i o n e d  e a r l  i e r ,  i t  i s  n o t  t h e  p u r p o s e  o f  t h i s  

p a p e r  t o  e v a l u a t e  t h e  r e l a t i v e  m e r i t s  o f  t h e  f i n i t e - d  f f e r e n c e  

o r  s p e c t r a l  methods.  S i n c e  t h e y  can  b o t h  be r e p r e s e n t e d  

f o r m a l l y  i n  an i d e n t i c a l  way, however ,  i t  may be p o s s i b l e  t o  

use  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  d i f f e r e n c e s  and 

s i m i l a r i t i e s  o f  t h e s e  methods.  

F i n a l l y ,  f r o m  a  p r a c t i c a l  p o i n t  o f  v i ew ,  t h e  c o m ~ u -  

t a t i o n a l  f o r m  o f  t h e  g e n e r a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 )  can 

be programmed f o r  d i g i t a l  c o m p u t a t i o n - - a t  l e a s t  t h e  n o n l i n e a r  

t e r m s  w h i c h  i n v o l v e  o n l y  space  t r u n c a t i o n - - o n c e  and f o r  a l l .  

Thus each i n v e s t i g a t o r  need n o t  p r e p a r e  a  new p rog ram f o r  

c a l c u l a t i o n .  He need m e r e l y  s p e c i f y  h i s  t i m e  t r u n c a t i o n  

scheme, t h e  o r d e r  o f  h i s  v e c t o r  x , n e c e s s a r y  i n i t i a l  con-  

d i t i o n s ,  t h e  o r d e r  o f  n o n l i n e a r i t y  (M), and t h e  i n t e r a c t i o n  

m a t r i c e s  IIm i n  t e r m s  o f  t h e  n o n - t r i v i a l  s e t s  A t m  . 
A l t h o u g h  such  a  g e n e r a l  p rogram has n o t  y e t  been p r e p b r e d ,  

t h e  t e c h n i q u e  has been used s a t i s f a c t o r i l y  f o r  t h e  model 

d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  6 and f o r  s i m p l e  mode ls  such  as The 

B a r o t r o p i c  V o r t i c i t y  E q u a t i o n .  
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